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Al doilea test de selectie pentru OBM si OIM — Seniori 2003

SOLUTII

Subiectul 1

Fie z ¢ Q. Din Teorema lui Kronecker, alegem n astfel ca nz = N,, + «,, unde N,, € N si
an € [O, 2%) Atunci 2Fnz = 2FN,, + 2%, si [2Fnz] = 2F[n2] pentru k = 0,1,...,m deci
sirul ([2na]), _ o este o progresie geometrica de ratie 2.

Pentru ratie mai mare decat p este suficient sa aplicam rezultatul precedent pentru o
subprogresie.

Subiectul 2

Presupunem ca exista p,q € Z[z] cu grp,grg < 2n (n =grf) cu g =p-q. Daca a € C
cu f(a) = 0 rezultd p(y/a) = 0. Dezvoltand p(y/a) obtinem t,u € Z[z] astfel incat
t(a) + vau(a) =0 cugrt, u < 2grp < n. Cum u # 0 si (u, f) = 1 rezultd c& exitd s,r €
Qlz] cu su+rf =1, deci s(a)u(a) =1 :>\/_——t( )s(e ):>oz—t2( )s?(a). Dacd m =
t?s? — X, atunci m(a) = 0 deci f|m. Rezultd ca m(al) =m(az) =+ = m(ap) =0 unde
ai, g, ..., an € C sunt radacinile lui f = o; = t3(a;)s? (o), Vi=1,n = ajaz - =
(t3)% (a1 )(ts) (az) - (ts)*(an) = @®> cua € Q. Cum f(0) = (-1)"a1 -+, € Z, rezulta
cd a € Z si |f(0)| = a?, fals.

Subiectul 3

Varianta I. Fixam o distributie a problemelor; notam c¢;,¢; € 1,2n, ¢; — ¢; atribuirea
problemei propuse de ¢; lui ¢;. Un sir (¢1,¢2,...,cx) se numeste clicd daca ¢; # ¢j pentru
1 £, ¢ — mir}cci sicy —cg —c3— -+ —Cp — Cy.

i=1,

Un concurs este corect daca si numai daca toate clicile au lungime para.
Daca unei clici pare 11 asociem perechea de multimi de perechi disjuncte

({{clv 02}7 {63, 64}, ceey {c2k—17 C2k}}7 {{627 63}7 {647 65}7 ceey {c2k7 cl}})

si unui concurs corect ii asociem o pereche de partitii in perechi a multimii 1,2n.
Reciproc, pentru o pereche de partitii in perechi (A, B) a lui 1,2n, notdm a(c) = ¢,
Blc) = ¢" daca {c,c'} € A, {¢,c"} € B. Perechii de doua partitii (A, B) 1i asociem
distributia

1 = a(l) = Ba@) = afa)y = =

dupa completarea clicii lui 1, incepem o noua clica cu m = cel mai mic dintre elementele
ramase:

m — Oz(m) — ﬁa(m) — aﬁa(m) —
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Deci multimea de partitii in clici pare este in bijectie cu patratul cartezian al multimii de
partitii in perechi.

Varianta II. Fiecare repartizare a problemelor corespunde bijectiv unei permutari a mul-
timii A, = {1,2,...,2n}. Este usor de observat ca o permutare este asociata unui concurs
corect daca si numai daca A, se poate partitiona in doud multimi My, M, cu cate n
elemente, astfel incat imaginile elementelor din M; sunt in M>, ceea ce se petrece daca
permutarea se poate descompune in produs de cicluri avand un numar par de elemente. Sa
notam a, numarul de asemenea permutari ale multimi A,,. Numarul permutarilor pentru
care 1 face parte dintr-un ciclu cu 2k elemente, k € 1, n este (2"_1> - (2k — 1)!lay—k, pentru

2k—1
ca putem alege elementele ciclului in @Z:D moduri, le putem ordona in (2k — 1)! moduri

si putem “completa” permutarea in a,_; moduri.
Obtinem ap =1, a1 =1 ¢

" /on—1 " /on—1
"= 2k — Wap_r = (2n — Da,— 2k — Wan—_n
a k:1<2k_1>( Nan—f = (2n —1)a 1+k§:2<2k_1>( Na

n—1
In —
= (2k — Dlap_1 + (2n — 1)(2n — 2) (2’; i’) (2 — 1)lap_k—
k=1
= (2n — Dap—1 + (2n — 1)(2n — 2)an_1 = (2n — 1)%a,_1.

Rezultd imediat a, = 1%-3% - -+ - (2n — 1)



